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Sesiunea Iulie 2022
Solutii si barem de corectare la Matematica

Subiectul. 1 Pentrut € R consideram matricele

_(l—cost —sint _ (1+cost sint
Alt) = < —sint 1+cost)’ B(t) = < sint 1—cost)'
i) Calculati A(t)B(t), B(t)A(t) si determinati multimea M = {t € R : A(t) este inversabild };
it) Calculati det (A(t)3 + B(t)3),'

i) Ardtati cd existd si determinati v € R astel incat A(t)2°%2 = r292LA(t) si B(t)?0?2 = r2021B(¢)
pentru orice t € R.

Barem: Start . ... (1p)
i) Prin calcul direct se obtine c& A(t)B(t) = B(t)A(t) = Oa, vevvvniiniii i (1p)
Matricea A(t) este inversabild daci si numai daci det A(t) # 0. Cum insi det A(t) = 1—cos? t—sin®t = 0,
pentru orice t € R rezultd ¢ M = 0. ... oo (2p)

ii) Deoarece A(t)B(t) = B(t)A(t) = Oq, pentru orice t € R, rezulta ca

a0+ 5ot = (a0 + 0y = (2 8) = (5 0)

Atunci det (A(t)3 + B(t)?’) = ’ 2 g ‘ = 0. (2p)
iii) Avem ca A(t)? = 2A(t) si B(t)> = 2B(t), pentru orice t € R. ......oiiiiiiiiiiiiii (2p)
Prin inductie matematicd se arati ca A(t)" = 2" 1A(t) si B(t)" = 2" 'B(t), pentru orice t € R si
T E N (1p)
Se deduce ca A(t)29%2 = 22021 A(t) i B()?922 = 22021B(#), t €R. ..oiiiiiiiii (1p)

Subiectul. 2 Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie asociativd
rxy=2ay—dr—>5y+30, =z,yekR.
i) Calculati 2022 % 5;
it) Aratati cd multimea M = [5,400) este parte stabild o lui R fatd de legea "x”;

iii) Rezolvati in R ecuafia g *x * ... *x = 6.
—_—

2022 071
Baremi: SEart . .......o.ouiii (1p)
1) Se obtine 2022 x5 = B ... . (2p)
ii) Se considerd z,y € M. Se rescrie legea sub forma zxy = (z —5)(y —5) + 5. ..o, (1p)

Se demostreaza ca T xy € M, adiCA T XY = 5. oottt (2p)



iii) Se deduce forma gxx* ...k = (T —5)" +5 ... (1p)
-

n ori
Se demonstreaza folosind inductia matematica relatia de mai sus. ............ ... . oo (2p)
Se obtin solutiile & =4 §1 & =6 ..ottt (1p)

Subiectul. 3 Fie funclia f R =R, f(z) =€e* —e-x.

flx) = f(1)

i) Calculati ;1_)ml 1

it) Determinati imaginea functiei f;

o) e o a2 _ .
iii) Ardtati ca e® ~' + et > 22 4+ x, pentru orice v € R.

Barem: Start ... (1p)
— f(1
i)Se observa cd lim f@) = /) = f(1),0ar f/(T) = €% — €« (1p)
r—1 €xr — 1
Limita este deci 0 ... (1p)
ii) Studiazd semnul derivatei functiei f pe multimea numerelor reale ................. ..., (1p)

Cum f este descrescatoare daca = < 1 si f este crescatoare daca x > 1, se obtine cad x = 1 este punct de

minim, 1ar f(1) = 0. .ot (1p)
Din calcul zll)ngo fz) = zggloo FZ) = 00 (1p)
Se obtine imaginea functiei f: Im(f) = [0,00) .o utnir it (1p

iii) Inegalitatea din enunt se scrie sub forma: e +e® S 2 e T (1p
Se observa ci inegalitatea devine f(a?) 4 f(2) > 0 oottt (1p

Deoarece imaginea functiei f este [0, 00), inegalitatea este verificatd pentru orice z € R ........... (1p

1
Subiectul. 4 Pentru n € N notam I,, = /
0

n

——dx
422 +1

i) Calculati Iy si I1;
b
n+1

iti) Studiati convergenta girului (nl,)n>0 $i calculati limita acestuia.

it) Sa se arate cd 41,40 + I, =

Barem: Start .......... . (1p)

1 1
i) Calculeaza Iy = 3 arctg(2) si 1 = 3 I(B) e (2p)

ii) Se obtine:

1 1 1 1
T2 " (422 + 1) 1
41, I, = = [ ——dx = "dr=—— .. .. 3
vt f=t [ e [ o= [TEE D de - [ordn = (3p)
0 0 0 0

iii) Conform formulei de integrare prin parti se obtine:

1 1

1
In: =z ’ )
i /4x2+1 / Pros i AL
0 0



1

42 —1

unde J /x y—— T g T (2p)
0

|42% — 1|
(422 +1)2

integralei Riemann, avem:

Deoarece 0 < 2" < 32", pentru orice z € [0, 1] si n € N, conform proprietétii de monotonie a

1

1
|42% — 1| / n 3
< = —.
0< /a: (42 1 1)2 dx_ 3x™dx T
0 0

Rezulta ca exista hm Jn = 0 si deci exista lim nl, = In particular, rezulta i ca sirul (nl,),>0 este

1
n—00 5
7o) 11 <=1 X (2p)

Nota: Orice alta varianta de rezolvare corectd se puncteaza corespunzator.



